PARABELN UBER PARABELN

MARTIN AMBAUEN

ABBILDUNG 1. Eine seitliche Ansicht einer Parabel. Ist es immer noch eine Parabel?

1. DIE WURFPARABEL: BAHNKURVE UND SEITENANSICHT

1.1. Bewegungsgleichung und ihre Lésung. Wir repetieren kurz den schiefen Wurf unter dem
Einfluss der konstanten Erdbeschleunigung g. Die Bahn eines Massenpunkts sei 7(t) = (z(t), y(t), z(t)),
wobei z die vertikale Richtung bezeichnet. Die Bewegungsgleichung lautet

r(t)=—g&,  70)=7, (0)=7d.
Da die rechte Seite konstant ist, liefert zweimalige Integration sofort
(1) F(t) =7+ tUy — 29t &,

Das ist die Form, die wir im Folgenden ausnutzen: 7(t) ist eine Funktion von ¢, die affin-quadratisch
ist, ndmlich von der Gestalt
(2) F(t) =P+t + 2, p=ro, @=71), W=—3gé,.

—

Der Vektor o ist hier konstant (unabhéngig von den Anfangsbedingungen) und zeigt immer in
Richtung —é,.

1.2. Der geometrische Kern. In diesem Abschnitt geht es um zwei Aussagen:

(1) Die gut bekannte Bahnkurve ist eine Parabel.
(2) Eine Parabel bleibt, von der Seite betrachtet, wieder eine Parabel.

Wir betrachten eine Kurve
(3) vt)=p+ta+t2@, P, we R
Sind 4 und W linear unabhéngig, so bilden sie eine Basis der Ebene. Definieren wir eine lineare
Abbildung M durch Meé| = @, Méy = 0, so ist die zugehorige 2 x 2-Matrix invertierbar (da @, @ eine
Basis bilden), und es liefert

M7y(t) = M7+ tey + 12 é.

In den Koordinaten (&,7) = M1y (t) — M~'§ gilt also & = t, n = t?, mithin ist
(4) n=¢:
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eine Standardparabel'. Da M~! wieder linear und insbesondere eine affine Abbildung? bleibt, ist
damit auch das Bild von v selbst eine Parabel.

Sind @ und @ dagegen linear abhéngig (parallel, oder eines der beiden ist 6), so liegen alle Punkte
v(t) in der von @ (bzw. @, falls @ = 0) aufgespannten Gerade durch p; das Bild ist also in einer
Geraden enthalten, i. A. die ganze Gerade (oder, falls zusétzlich @ = @ = 0, nur der Punkt p).

Festzuhalten ist somit: das Bild von v aus (3) ist

— eine Parabel, falls « und @ linear unabhéngig sind,
— eine Gerade oder ein Punkt, falls ¢ und @ linear abhéngig sind.

1.3. Parabel als Bahnkurve. Aus (2) folgt zunéchst, dass = und y lineare Funktionen von ¢ sind,
wiahrend z quadratisch von t abhéngt. Insbesondere ist die horizontale Projektion ¢ — (x(t), y(t)) eine

gleichférmige Bewegung auf einer Geraden mit Richtung (vy, vy) und Geschwindigkeit vy, = |/v2 + v}%.

Die gesamte Bahn liegt daher in der vertikalen Ebene F, die durch diese Gerade und die z-Achse
aufgespannt wird.

Fiihren wir in E die Koordinate s (horizontaler, in Bewegungsrichtung gemessener Abstand vom
Start) ein, so gilt s(t) = vp ¢, also t = s/vy, (falls v, # 0), und aus (1)

(% g 2

(5) z(s) = z0 + o s 207 s
In den Koordinaten (s,z) von E ist das genau von der Form (3) mit @ = (1, v,/vy) und W =
(0, —g/(2v})): diese beiden Vektoren sind linear unabhéngig, solange g # 0. Nach der obigen Tatsache
ist die Bahnkurve, betrachtet in der Ebene FE, also die Parabel (5).

(Im Sonderfall vy, = 0, dem senkrechten Wurf, entartet die Bahn zu einer Geraden, denn dann ist
i = 7y parallel zu @ || €, also linear abhéngig: ohne horizontale Bewegung gibt es keine Parabel.)

\
\
.

ABBILDUNG 2. Die Bahnkurve (5) (blau) in der Bewegungsebene E: eine Parabel
mit Koordinate s (horizontal) und z (vertikal). Gestrichelt (rot): Ansicht der um
50° um die z-Achse gedrehten Bahnkurve. Eine 3D-Animation findet sich unter
https://www.sqrt.ch/Buch/parabel

1.4. Eine Seitenansicht einer Parabel ist wieder eine Parabel. Jetzt betrachten wir nicht nur
die Ebene E, sondern eine beliebige «Ansicht von der Seite»: das ist eine Parallelprojektion® 7 des
Raums R? auf eine Bildebene, also eine affine Abbildung 7(7) = M7 + b mit einer linearen Abbildung
M : R3 — R? (der Projektionsrichtung entsprechend) und einer Verschiebung b.

Wendet man 7 auf die Bahn (2) an, erhélt man wegen der Linearitdt von M

. . S - 2 .
(6) m(r(t)) = (Mp+b) —I—tw +t* M.
=p’ =’ =g’

LWir haben mit g = konst. ein homogenes Schwerefeld angenommen. Im realen Gravitationsfeld der Erde (Zentralkraft)
sind die Bahnen Kegelschnitte und nur im Spezialfall Parabeln; die Parabel hier ergibt sich als lokale Ndherung nahe
der Erdoberfliache.

2Affine Abbildungen bilden Geraden auf Geraden ab, lassen die Ferngerade als Ganzes fest (auf sich selbst, nicht
notwendig punktweise) und erhalten als Isomorphismen die Schnittmultiplizitdt einer Kurve mit dieser Geraden;
insbesondere bleibt eine Berithrung (Tangentialordnung 2, das Kennzeichen der Parabel) eine Berithrung.

3Eine Photographie ist genau genommen eine perspektivische (zentrale) Projektion, keine Parallelprojektion, und
damit keine affine, sondern eine projektive Abbildung. Unter projektiven Abbildungen kann eine Parabel durchaus
zur Ellipse oder Hyperbel werden. Die hier gezeigte Invarianz gilt daher exakt nur fiir Parallelprojektionen (z. B. eine
Aufnahme mit starkem Teleobjektiv aus grosser Distanz, die sich der Parallelprojektion annahert); bei einer gewéhnlichen
Nahaufnahme ist sie nur ndherungsweise erfiillt.
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Das ist wieder genau von der Form (3): eine affin-quadratische Kurve in der Bildebene, mit denselben
Koeffizienten 1 und #? in ¢. Nach der obigen Tatsache ist das Bild

— eine Parabel, falls @/ = M4 und @’ = M@ linear unabhéngig sind (der Normalfall einer
echten «Seitenansicht» ),

— eine Gerade (oder, im Sonderfall 7’ = 0, nur ein Strahl davon), falls @’ und @’ linear abhéngig
sind, also genau dann, wenn die Blickrichtung (der Kern von M) selbst in der Bewegungsebene
FE liegt, man also gewissermassen «in die Flugbahn hinein» schaut. Das betrifft nicht nur den
Blick genau entlang @ oder genau entlang @, sondern jede Blickrichtung innerhalb von E.

Fiir jede Blickrichtung ausserhalb von F — also fiir praktisch jede Seitenansicht — bleibt die Bahnkurve

somit eine echte Parabel; nur die schmale Ausnahme der Blickrichtungen innerhalb von E liefert eine
Gerade.

2. DIE OBERFLACHE EINER ROTIERENDEN FLUSSIGKEIT

Wird ein zylinderformiges Geféiss mit einer Fliissigkeit schnell rotiert, bildet die freie Oberflache
der Fliissigkeit im Querschnitt eine Parabel.

2.1. Kriftegleichgewicht an der Oberfliche. Wir betrachten eine Fliissigkeit, die mit konstanter
Winkelgeschwindigkeit w um die vertikale z-Achse rotiert. Im mitrotierenden Bezugssystem wirkt
auf ein Fliissigkeitselement der Masse m im Abstand r von der Drehachse neben der Schwerkraft ﬁg
auch die Zentrifugalkraft Fy. Die Gesamtkraft ist

F = Fy + Fg.

ABBILDUNG 3. Gleichgewicht an der Oberfliche der rotierenden Fliissigkeit: Zentrifu-
galkraft Iz = mw?r und Schwerkraft F; = mg addieren sich zur Gesamtkraft F, die
senkrecht auf der Oberflache mit Neigungswinkel o (tan o = dz/ dr) steht.

Im Gleichgewicht muss F senkrecht auf der Fliissigkeitsoberfliche stehen?; dquivalent dazu muss
die Tangente an die Oberflache im Winkel o zur Horizontalen genau so geneigt sein, dass sie senkrecht
zu F steht. Aus dem Kriftedreieck mit den Betrigen Fy, = mw?r und Fg = mg liest man ab

Fy, mw3r wrr

tana = — = = —.
G mg g

Andererseits ist tan o nichts anderes als die Steigung der Oberfliche z(r) an dieser Stelle, also

; z
ano = —.
dr
Setzt man beide Ausdriicke fiir tan o gleich, ergibt sich die Differentialgleichung der Oberfliache
d 2 2
<o wr == dz =2 r dr.
dr g g

4Die Oberfliche ist frei, d.h. dort herrscht tiberall derselbe (Luft-)Druck. Hétte F' eine Komponente entlang der
Oberflache, so wiirde sie die Fliissigkeit dort beschleunigen, statt sie ruhig bleiben zu lassen. Im Gleichgewicht muss diese
Tangentialkomponente also verschwinden, und F steht senkrecht auf der Oberfliche. Vgl. z. B. Bohl, W.; Elmendorf, W.:
Technische Stromungslehre. 15., iiberarbeitete Auflage. Vogel Communications Group GmbH & Co. KG, Wirzburg,
2014. ISBN: 978-3-8343-6183-7. Kap. 2.1: Ausbildung der freien Oberflache.
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2.2. Integration: die Form der Oberfliche. Wir integrieren von der Achse (r = 0, z = zg) bis

zum Radius r (Hohe z):
z w2 [
/ dz = —/ r dr.
20 g Jo

Die rechte Seite liefert %7“2, also

W™ 9
z—z9 = —r°,
29
und somit
2
w
7 2(r) = — r? + 2.
(7) () =5ort 2

Die Oberflache einer rotierenden Fliissigkeit ist also genauso wie die Bahnkurve beim Wurf eine
Parabel, diesmal als Funktion des Radius r» und mit Scheitel bei zg auf der Drehachse.

2.3. Krifte und Zentripetalbeschleunigung an der Oberfliche (ruhendes System). Wir
betrachten die Fliissigkeit aus einem ruhenden (Inertial-) Bezugssystem heraus. Ein Fliissigkeitselement
der Masse m im Abstand r von der Drehachse bewegt sich auf einer Kreisbahn mit konstanter
Winkelgeschwindigkeit w und benétigt daher eine zur Achse hin gerichtete Zentripetalkraft

Fzp=m wr.

Auf das Element wirken im Inertialsystem nur zwei reale Kréfte: die Schwerkraft ﬁg (Betrag mg,
senkrecht nach unten) und die Normalkraft N , mit der die umgebende Flissigkeit senkrecht auf das
Oberflachenelement driickt. Damit das Element die Kreisbahn beschreibt, muss die Summe dieser
beiden Krifte gerade die Zentripetalkraft (resultierende Kraft) ergeben:

ﬁN + ﬁ(} = ﬁzp.

r

ABBILDUNG 4. Krifte am Oberflichenelement im Inertialsystem: Normalkraft Fy und
Schwerkraft Fq = mg addieren sich zur Zentripetalkraft Fzp = mw?r, die horizontal

zur Drehachse zeigt. Der Neigungswinkel o der Oberflache ergibt sich aus tana =
dz/dr.

Zerlegt man diese Vektorgleichung in eine vertikale und eine radiale Komponente, so folgt: In
z-Richtung erfahrt das Element keine Beschleunigung, daher muss die Vertikalkomponente von Fy
die Schwerkraft kompensieren:

FN cosa = mg.
In radialer Richtung liefert die Horizontalkomponente von Fi genau die benétigte Zentripetalkraft:

Fysina = mw?r.

Division der beiden Gleichungen ergibt
Fysina 2r
tano = —— = —.
Fncosa g

Da tan « zugleich die Steigung der Oberfliche z(r) an dieser Stelle ist,

z
tana = —,

dr
folgt wieder dieselbe Differentialgleichung der Oberfliche.
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