PERSPEKTIVE, LATERNENREIHEN UND HARMONISCHE TEILUNG
MARTIN AMBAUEN

ZUSAMMENFASSUNG. Wir untersuchen die Zentralprojektion aus gleichméassig platzierten La-
ternenreihen. Das klassische Konzept der harmonischen Teilung, charakterisiert durch das
Doppelverhéltnis —1, erweist sich als invariant unter Projektion und liefert eine mathematische
Erklarung der Korridor-Illusion.

1. EINLEITUNG

Wer eine lange gerade Strasse entlangblickt, sieht, wie die Strassenlampen scheinbar enger
zusammenriicken und kleiner werden, obwohl sie in gleichen Abstédnden aufgestellt sind. Dieses
Bild liegt der sogenannten Korridor-Illusion zugrunde: Zwei gleich grosse Objekte in einem
perspektivisch dargestellten Korridor wirken verschieden gross, weil das Gehirn Fluchtlinien als
Tiefeninformation auswertet (vgl. Abbildung 1). Hinter diesem Phénomen steckt Mathematik —
konkret die projektive Geometrie und das klassische Konzept der harmonischen Teilung.

ABBILDUNG 1. Korridor-Illusion: 200 Strecken verbinden ganzzahlige Rand-
punkte eines 50 x 50-Gitters paarweise auf gegentiberliegenden Seiten. Die vier
Linienfamilien konvergieren im Bildmittelpunkt (Fluchtpunkt); ihre Schnitt-
punkte erzeugen konzentrische Quadrate, deren scheinbare Abstinde wie n=2
schrumpfen. Bild und Moiré-Effekte: https://www.sqrt.ch/Buch/korridor

2. DAS PROJEKTIONSMODELL

Wir modellieren das menschliche Auge durch eine Zentralprojektion: Der Beobachter sitzt im
Ursprung O = (0,0, 0), die Bildebene liegt bei z = 1. Ein Raumpunkt P = (x,y, 2z) mit z > 0
wird auf den Bildpunkt
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abgebildet (Brennweite f = 1 zur Vereinfachung). Punkte mit z — oo in einer festen Richtung
(o : Yo : 20) konvergieren im Bild gegen den Fluchtpunkt

V= (””0 y“)
20 R0

Die Zentralprojektion ist eine projektive Abbildung: Sie bildet Geraden auf Geraden ab und
erhélt — als entscheidende Eigenschaft — das Doppelverhéltnis von vier Punkten.

3. DIE LATERNENREIHE: ABSTANDE IM BILD

Sei eine Laternenreihe entlang der z-Achse gegeben; Laterne n stehe bei P, = (d, 0, n)
fir n = 1,2,3,... (realer Abstand 1 in der Tiefe, seitlicher Versatz d). Geméss (1) hat sein
Bildpunkt die u-Koordinate

d
U, = —.
n
Der scheinbare Abstand zwischen Laterne n und Laterne n 4+ 1 im Bild betragt
(2) Au, = — — = —% 0.

n n+1 n(n+1)

Die Absténde schrumpfen wie -4 (asymptotisch fiir n — co) — schneller als intuitiv erwartet.
Der Fluchtpunkt der Laternenreihe liegt bei V' = 0. Dies erklart die rasche Verdichtung der
konzentrischen Quadrate in Abbildung 1.

4. HARMONISCHE TEILUNG

Definition 1. Vier Punkte A, B,C, D auf einer projektiven Geraden (mit vorzeichenbehafteten
Abstanden XY ) bilden ein harmonisches Quadrupel, wenn ihr Doppelverhdltnis
CA DA
3 DV(A,B; C)D) = — + — = —1
(3) (4,8; C, D) CB DB
gilt. Man nennt dann C und D harmonisch konjugiert beziiglich A und B.
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ABBILDUNG 2. Harmonische Teilung auf der Bildkoordinatenachse: Die Punk-
te A’, B’ und ihr perspektivischer Mittelpunkt M’ werden durch den Flucht-
punkt V' = 0 harmonisch erganzt, d. h. ihr Doppelverhaltnis betragt —1.

Das Doppelverhéltnis ist invariant unter projektiven Transformationen — insbesondere unter
der Zentralprojektion (1) (vgl. Abbildung 2).

5. HARMONISCHE TEILUNG IN DER LATERNENREIHE
Satz 2. Seien A, B zwei Laternen der Reihe mit Tiefenpositionen a bzw. b, sei M = ib
thr raumlicher Mzttelpunkt und V der Fluchtpunkt der Reihe im Bild. Bezeichnet man dze

Bildpunkte mit A’, B', M, so gilt
DV(A, B, M, V) = —1.
Beweis. Mit den vorzeichenbehafteten Abstinden Ma =a — M = % und Mb=b— M = b’T“
gilt
= = —1.



Fiir den Fernpunkt oo der Reihenrichtung gilt
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Mb  oob 1

Die Zentralprojektion ist eine projektive Abbildung und erhélt daher das Doppelverhéilt-
nis. Da der Fernpunkt oo der Reihenrichtung auf den Fluchtpunkt V' abgebildet wird, folgt
DV(A, B, M', V) = —1. O

Anschauung. Satz 2 besagt: Im perspektivischen Bild liegt M’ nicht in der Mitte von A’B’,
sondern genau so, dass M’ und V' das Paar (A’, B’) harmonisch teilen (vgl. Abbildungen 2
und 3). Das harmonische Verhéltnis kodiert die raumliche Mittellage trotz perspektivischer
Verzerrung.

ABBILDUNG 3. Perspektivische Laternenreihe an den Positionen Pj, ..., P. Die
blauen Fluchtlinien konvergieren in V. Der Schnittpunkt der roten Diagonalen
zwischen Basis und Spitze der Laternen P| und Pj liegt auf der Vertikalen
von M’ = Pj (Satz 2).

6. DIE KORRIDOR-ILLUSION

Die konvergierenden Linien einer Allee oder eines Korridors signalisieren dem visuellen
System Tiefe. Das Gehirn wendet automatisch Grdssenkonstanz an: Die wahrgenommene
Grosse H eines Objektes wird aus seiner Bildgrosse h und der geschétzten Entfernung 2z nach

(4) H ~ h-2

berechnet, vgl. Gesetz von Emmert, https://de.wikipedia.org/wiki/Emmertsches_Gesetz.
Zwei gleich grosse Objekte erzeugen dieselbe Bildgrosse h, doch der Perspektivkontext legt fiir
das weiter oben im Bild platzierte Objekt eine grossere Tiefe 2 nahe. Folglich wird es gemass
(4) als grosser wahrgenommen.

Mathematisch ist dies konsistent: Ein Objekt der realen Hohe H in Tiefe z erzeugt nach (1)
die Bildgrosse h = H/z. Das visuelle System invertiert dies korrekt zu H = h - z. Nur wird z
dabei nicht gemessen, sondern aus Anhaltspunkten im Bild geschétzt, zu denen geméss (2) die
harmonische Struktur der Laternenabstandsfolge gehort.

7. FAZIT

Die Laternenreihe verkniipft projektive Geometrie und Wahrnehmungspsychologie. Gleichméssige Abstdnde
im Raum erzeugen ein harmonisches Muster im Bild (Satz 2). Dieses Muster nutzt das Gehirn als Tiefenindikator
und erzeugt Grossentduschungen wie die Korridor-Illusion. Die harmonische Teilung ist dabei das strukturelle
Bindeglied zwischen Projektion und Wahrnehmung.



