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1. AUSGANGSLAGE

Die Indizialgleichungsmethode betrachtet zwei Scharen glatter, ebener Kurven, die jeweils durch
einen ganzzahligen (oder reellen) Index parametrisiert sind (5] und Referenzen darin). Lost man beide
Kurvenscharengleichungen nach ihrem Index auf, so erhélt man zwei Indexfunktionen m(x,y) und
n(x,y), die sich lokal (mit Vm, Vn # 0) zu glatten Funktionen fortsetzen lassen und dort nicht nur
auf den diskreten Linien selbst, sondern in einer Umgebung definierbar sind. Die Indizialgleichung

m(z,y) —n(z,y) =q, q€L

definiert dann, sofern zusétzlich V(m —n) # 0 gilt, fiir jedes feste ¢ eine neue Kurve: die Moiré-Kurve.

Warum aber liefert diese rein algebraische Konstruktion tatséchlich Kurven, die durch die Schnitt-
punkte gleicher Indexdifferenz laufen, und welches Gebiet der Mathematik enthélt den begrifflichen
Rahmen fiir diese Konstruktion? Die gingige Antwort fithrt zur Fourier-Theorie, die die Methode der
Indizialgleichung bestens abdeckt, cf. [1]. Eine weitere Antwort fithrt zum Satz iiber implizite Funktio-
nen und der Theorie der Niveaumengen aus der Differentialtopologie. Hier wird eine Ankniipfung an
die Gewebegeometrie, ein Teilgebiet der Differentialgeometrie, versucht.

2. GRUNDBEGRIFFE DER GEWEBEGEOMETRIE

Definition 1 (3-Gewebe). Es seien drei regulire Scharen glatter Kurven A1, A2, A3 in einem Gebiet
D C R? gegeben, die sich paarweise in allgemeiner Lage schneiden (d.h. die Tangenten zweier
verschiedener Scharen sind in jedem gemeinsamen Punkt linear unabhdngig). Eine solche Konfiguration
heisst 3-Gewebe W (3,2,1) auf D (Blaschke—Thomsen, 1928; siehe 3], [4]).

Bemerkenswert ist die Beobachtung, dass eine oder zwei Kurvenscharen allein keine lokalen
Invarianten besitzen: Jede einzelne Schar kann durch eine geeignete Diffeomorphie in eine Schar
paralleler Geraden {iiberfiihrt werden, und dasselbe gilt fiir ein Paar von Scharen in allgemeiner
Lage. Die Struktur wird erst durch das Hinzutreten einer dritten Schar nichttrivial. Das macht das
Moirémuster als dritte, emergente Kurvenschar geometrisch interessant: Die dritte Schar vervollstandigt
die beiden Ausgangsfoliierungen zu einem 3-Gewebe.

Definition 2 (Koordinaten-Quasigruppe / Koordinatenschleife). Ist ein 3-Gewebe durch die Niveau-
mengen dreier Funktionen x,y,z mit z = f(x,y) gegeben, so definiert f lokal eine Quasigruppe. Fiziert
man einen Punkt p = (a,b) und normiert entsprechend, erhdlt man die Koordinatenschleife L, des
Gewebes an p (|4], Abschnitt 3).

Zentral ist der Zusammenhang zwischen Abschlussbedingungen (geometrischen Schliessungsfiguren
der Gewebetheorie) und algebraischen Identititen der Koordinatenschleife. Fiir den hier betrachteten
Fall geniigt die relevanteste dieser Bedingungen, die Thomsen-Bedingung (T): Sie ist dquivalent
dazu, dass die Koordinatenschleife eine abelsche Gruppe ist. Fiir zweidimensionale Gewebe W (3,2, 1),
zutreffend auf den hier betrachteten ebenen Fall, gilt ausserdem der Satz von Blaschke und Bol [2], § 2

(P) < (1),

mit (P) = Parallelisierbarkeit: Ein ebenes 3-Gewebe ist genau dann durch Diffeomorphie auf drei
Scharen paralleler Geraden zuriickfiithrbar, wenn seine Koordinatenschleife eine abelsche Gruppe ist
(4], Abschnitt 4).

3. DIE INDIZIALGLEICHUNG ALS GEWEBEKONSTRUKTION

3.1. Zwei Ausgangsscharen und eine dritte, emergente Schar. Wir setzen im Folgenden voraus,
dass D so gewéhlt ist, dass m,n € C°°(D) transversal sind, d.h. dm A dn # 0 auf D; insbesondere
sind m,n dort lokal unabhéngige Koordinaten.
Betrachtet man die beiden Ausgangsscharen {m = const} und {n = const} zusammen mit der
durch die Indizialgleichung definierten dritten Schar {m — n = const}, so liegt genau die Situation
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eines 3-Gewebes vor: drei Scharen glatter Kurven in allgemeiner Lage, deren Koordinatenfunktionen
m, n, ¢ durch die einfache algebraische Beziehung

g=m-—n

verkniipft sind. Diese Beziehung ist die Koordinaten-Quasigruppe (hier sogar eine Koordinaten- Gruppe,
siche weiter unten) des betrachteten 3-Gewebes.

3.2. Kurve durch alle Schnittpunkte. Da m,n € C°°(D) nach Voraussetzung auf ganz D erklért
sind, ist auch ¢(z,y) := m(z,y) — n(x,y) eine auf D definierte, dritte Koordinatenfunktion. An jedem
echten Schnittpunkt zweier konkreter Ausgangslinien mit den Indizes mg,ng € Z gilt per Definition
gleichzeitig m(x,y) = mo und n(x,y) = ng, also q(z,y) = mo — ng € Z. Ist g stetig differenzierbar
mit nichtverschwindendem Gradienten (dies folgt aus dg = dm — dn # 0 wegen der vorausgesetzten
Transversalitét), dann ist die Niveaulinie {g(x,y) = go} nach dem Satz iiber implizite Funktionen eine
glatte Kurve, die zumindest lokal durch alle Schnittpunkte mit mg — ng = qo lauft.

Gewebegeometrisch ausgedriickt: m, n und ¢ = m — n sind die drei Koordinatenfunktionen eines
vollstandigen 3-Gewebes; die dritte Blatterung {¢ = const} ist durch die beiden ersten und die lineare
Verkniipfungsvorschrift ¢ = m — n eindeutig bestimmt. Dass diese Verkniipfung linear (und nicht nur
irgendeine glatte Funktion zweier Variablen) ist, ist die entscheidende algebraische Signatur eines ganz
bestimmten Gewebetyps, siehe Abschnitt 4.

3.3. Die Indizialgleichung als Gruppen-3-Gewebe. Durch die zuldssige Umparametrisierung des
Index n’ = —n bleibt die zweite Kurvenschar unveriandert; gleichzeitig nimmt die Indizialgleichung die
Form m + n’ = ¢ an. Die dadurch definierte Verkniipfung (m,n’) — m + n’ ist assoziativ und macht
die Koordinatenschleife zu einer abelschen Gruppe (isomorph zu (R, +)). Die Thomsen-Bedingung (7')
ist somit erfiillt, was wegen der fiir ebene Gewebe geltenden Aquivalenz (P) <= (T) aus Abschnitt 2
die Parallelisierbarkeit sichert.

Dies erklért gewebegeometrisch exakt den in [5] beschriebenen Befund: Weil die Indizialgleichung
linear ist, liegt #mmer ein Gruppen-3-Gewebe vor, also insbesondere ein lokal parallelisierbares. In den
lokalen Koordinaten v = m(x,y), v = n(x,y) gehen die drei Scharen in die Geradenscharen u = const,
v = const, u — v = const {iber. Daraus folgt jedoch nicht, dass die Moiré-Kurven im urspriinglichen
(z,y)-Koordinatensystem selbst Geraden oder Kegelschnitte sind; ihre konkrete Form héangt von der
Transformation (x,y) — (m,n) ab.

4. KLASSIFIKATION

Alle in [5] behandelten Félle folgen demselben Muster: Die Indizialgleichung m — n = q ist stets
additiv, also liegt immer ein Gruppen-3-Gewebe im Sinne von Abschnitt 3.3 vor, unabhéngig davon,
wie kompliziert die Indexfunktionen m,n selbst als Funktionen von x,y aussehen.

Beispiel 1 (Geraden). Beide Ausgangsscharen sind Geradenscharen, die Indexfunktionen m,n selbst
bereits linear. Das entstehende 3-Gewebe besteht aus drei Geradenscharen i. e. die kanonische, unver-
zerrte Realisierung eines Gruppengewebes (4], Figure 2).

Beispiel 2 (Kreise). Fir Kreisscharen sind die Indexfunktionen m,n nichtlinear (Radikale bzw. bei
Strahlenbischeln arctan-Ausdricke), die entstehenden Moiré-Kurven entsprechend Kegelschnitte oder
Kreisbiischel statt Geraden. Die Verknipfung m — n = q selbst bleibt aber additiv; nach dem Satz
(P) <= (T) aus Abschnitt 2 ist das Gewebe folglich weiterhin parallelisierbar.

Alle tibrigen in [5] auftretenden Félle sind Varianten dieser beiden Grundtypen und fallen unter
dasselbe Argument.
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